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Полученная величина сравнивается с критическим значением и делается со-
ответствующий вывод. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ПОМОЩЬЮ 
МЕТОДА ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ 
Многие процессы (например, уровень инфляции, государственного долга, 
экономического роста, безработицы, взаимосвязь денежного и реального рын-
ков и т.д.) можно моделировать с помощью систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Однако, часто эти системы дифференциальных уравнений 
невозможно проинтегрировать в квадратурах. В этом случае можно проводить 
исследование свойств решений систем с помощью отражающей функции. Отра-
жающая функция является выражением симметрий решений систем и позволя-
ет изучать вопросы существования и устойчивости периодических решений, су-
ществования решений краевых задач, вопросы глобального поведения семейств 
решений. 
Рассмотрим систему 
x = X(t,x) te R , J t e R w , (і) 
решения которой однозначно определяются начальными условиями. Пусть 
общее решение этой системы в форме Коши имеет вид х = (p(t;t0Tx0). Функция 
F(t,x) :=(p(-t;tjc) — отражающая функция системы (1), определенная в некоторой 
области, содержащей гиперплоскость t = 0. 
При этом, F(tyX) - отражающая функция системы (1) тоща и только тогда, 
когда эта F является решением системы уравнений в частных производных, на-
зываемой основным соотношением, 
at дх 
с начальным условием F(0,x) = Если F(t,x) - отражающая функция системы 
(1), то для любого решения х(t) этой системы верно тождество F{tjc{-t)) = JC(/). 
Таким образом, по прошлому состоянию системы можно узнать ее будущее со-
стояние. 
Если система (1) 2гу-периодична по t и F(t,x) - ее отражающая функция, то 
F(-CO,JC) = (р(со -со,х) - отображение за период [~co;oj] {отображение Пуанкаре) 
этой системы. Поэтому решение <p(t;-a)jc0) 2<у-периодической системы (1) явля-






альной системы F(-co,x) = х. Это решение устойчиво тогда и только тогда, когда 
устойчива неподвижная точка отображения X—*F(-CD,X). 
Любая непрерывно дифференцируемая функция F(tjc) , удовлетворяющая 
условию F(~t,F(t,x)) = F(0^c) = х , является отражающей функцией целого класса 
систем вида 
2 дх \ 8t ) (2) 
где S(tjc) - произвольная вектор-функция, при которой решения системы (2) 
однозначно определяются начальными условиями. 
Поэтому все системы вида (1) разбиваются на классы эквивалентности вида 
(2) так, что каждый класс характеризуется своей отражающей функцией, на-
зываемой отражающей функцией класса. Все системы из одного класса имеют 
один и тот же оператор сдвига на интервале (~со;со). Поэтому все эквивалентные 
2ш-периодические системы имеют одно и то же отображение за период [-со;со]. 
Система, получающаяся из системы (2) при S(tjc) = 0, называется простой. 
При изучении свойств решений данной дифференциальной системы эту си-
стему можно заменить эквивалентной (в смысле совпадения отражающих функ-
ций). Иногда это можно сделать и в том случае, когда отражающая функция 
неизвестна. Например, в классе эквивалентности, в котором существует стацио-
нарная система, эта стационарная система может играть роль такой системы. В 
других классах роль стационарной системы выполняет простая система 
2 дхК ' dt 2{ дх J dt 
где F{tj) - отражающая функция этой системы. 
Отражающая функция линейной системы 
х = Р(/)х, /<Е R, X<eRW, 
где P(t) - непрерывная п хя-матрица, также линейна, т.е. отражающая функ-
ция этой системы представима в виде F(t,х) = F(t)x. 
Матрица F(t) в этом случае называется отражающей матрицей системы 
(3). Если X{t) - фундаментальная матрица решений системы (3), то F(t) = X(-t) 
Xx(t). Поэтому для любой отражающей матрицы F(t) справедливы соотношения 
F(-t)F(t) = F(0) = Е, где Е - единичная п х «-матрица. 
Основное соотношение в линейном случае имеет вид 
F{t) + F(t)P(t) + P(-t)F(t) = 0, F(0) = Е. 
Всякая линейная система с отражающей матрицей F{t) может быть записана 
в виде х = (-±F(-t)F(t) + F(-t)R(0-R(-t)F(t))c, где R(0 - произвольная п*п-






Если матрица P(t) - 2<у-периодическая и F(t) - отражающая матрица систе-
мы (3), то F(-co) - матрица монодромии этой системы на периоде [-со;со]. При 
этом решения /л, i = уравнения det(F(-co) - цЕ) — 0 являются мультиплика-
торами системы (3). 
В частности, для простых систем автором получены следующие результа-
ты. 
Теорема 1. Система (3) проста тогда и только тогда, когда матрицы P(t) 
и P(—t) подобны и существует дифференцируемая матрица подобия S(f), для 
которой S(t)P(t) = P(-t)S(t), S(0) =Е,и S(t) = -2P(-/)S(0. 
Следствие 1. Если система (3) проста и F(t) — ее отражающая матрица, 
то F(-t) - фундаментальная матрица системы 
х = 2 P(t)x. (4) 
Пример 1. Рассмотрим систему (3), где 
1 /cos? + sin3/ (cos? + sin2? + sirrt)e~ay&t \ 
= T , 2 • 3 \ cost z \—(cost — sin t + sin t)e — cost — sin t / 
Для этой системы рассмотрим матрицу 
5(0 = 
І - s i n / -*r c o s ' s in/J 
|y0 S 's in/ 1 + sin t ) 
Проверкой убедимся, что 5(0) = Е, S(t)P(t) = P(-t)S(t) и S(t) = -2P(-t)S(t). 
Тогда по теореме 1 рассматриваемая система является простой. Заметим также, 
что S(t) - ОМ рассматриваемой системы. Тогда по следствию 1 
х = c^l + sin/)+c2e~cos/sin/, у = - c^'sint + с2(1 - sint) - общее решение си-
стемы 
л: = (cos* + sin*t)x + e~c™l(cost + sin2/ + s in 'Oj , 
у =— 6>C0S'(cos/ — sin2/ + sin3/)* — (cos / + sin 3t)y. 
Теорема 2. Если система (3) - проста и F(t) - ее отражающая матрица. То 
система (4) имеет нетривиальное (^0) решение, удовлетворяющее условию 
Мх($) - Nx(co) = 0 (5) 
где М, N - постоянные л*«-матрицы, тогда и только тогда, когда матрица 
М- NF(-co) является вырожденной. Более того, число 0 < к < п, линейно неза-
висимых решений задачи (4), (5) равно к = п- rang(M-NF(-co)). 
Наряду с системой (4), рассмотрим неоднородную систему 
х = 2 Р ( 0 * + д (0 , (6) 
где q(t)~ непрерывная вектор-функция. Для этой системы справедлива 
Теорема 3. Пусть система (3) — проста и F(t) - ее ОМ. Пусть, кроме того, 






Тогда система (6) имеет единственное решение, удовлетворяющее условию (5) 
тогда и только тогда, когда матрица М — NF(—a>) является невырожденной. 
Особый интерес для исследования представляют системы с малым параме-
тром. В этом направлении автором получены следующие результаты. 
Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравнений зависящих 
от параметра v 
* = / ( / ,* , п ) / е R, s e D c R " , (7) 
где / - су-периодическая по t непрерывная вектор-функция для всех t, малых 
|v|, и непрерывно дифференцируемая по компонентам вектора*. Пусть система 
(7) при v = 0 имеет са-периодическое решение х = g0(t). 
Теорема 4. Пусть F(t) - отражающая матрица линейной системы \ 
х = .f x(t, g0(t), 0)л\ Тогда, если все решения (л. уравнения det(F(—со/2) — piE) = О 
отличны от единицы, то для каждого малого |v| система (7) имеет единствен-
ное со-периодическое решение х = x(t,v) с начальной точкой x(0,v), близкой к 
g0(0), x(t,v) является непрерывной функцией от (t,v) и x(t,0) = g0(t). Если, кроме 
того,/- непрерывно дифференцируема по v, тоx(t,v) - также непрерывно диф-
ференцируемая. 
Рассмотрим теперь автономную систему дифференциальных уравнений, за-
висящую от параметра v 
i = / ( * , n ) > x 6 i ) c R " ) n e R i ( 8 ) 
где / - вектор-функция непрерывная для малых |v| и х G D и имеющая 
непрерывные частные производные по компонентам вектора JC. Пусть х = rj{t) 
Ф const х = rj(t) - со0-периодическое решение системы х = f(x,0), справедлива 
Теорема 5. Пусть F{t) - отражающая матрица линейной системы 
X = (7) 0)х: • Тогда, если среди решений ju. уравнения det(F(-ft>0/2) - /лЕ) = 
0 один простои единичный корень, то при малых |v| система (8) имеет един-
ственное периодическое решение х = x(t,v) с периодом со = co(v) такое, что х — 
x(t,v) близко к rj(t), а период близок к coQ. Более того, x(t,v) и x(t,v) непрерывны и 
х(г,0)=ф),аА0) = %-
Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республикан-
ского фонда фундаментальных исследований. 
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